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R&sum®@

Les techniques existantes de d§composition sont in-
excaces sur des problgmes dont le graphe de contraintes
initial est complet. Nous nous int§ressons en partic-
ulier au problgme de lisomorphisme de sous-graphe, et
montrons comment utiliser une approche hybride de d§-
composition statiqgue et dynamique pour ce problgme.
L'idge sous-jacente est de pr&calculer une heuristique
statique sur un sous-ensemble du r§seau de contraintes,
de suivre cette heuristique statique, et d'utiliser pour
le reste de la recherche une propagation forte ainsi que
une d§tection dynamique de d§composition du rgseau de
contraintes. Les r§sultats exp§rimentaux montrent que
pour des graphes g faibles degr§s, notre m§thode de d§-
composition rsout plus d'instances que les algorithmes
d®di®s pour lisomorphisme de sous-graphe et pour les
approches par contraintes existantes.

1 Introduction
La recherche de motif dans des graphes est une ap-
plication centrale dans beaucoup de domaines [1] et
peut étre modglis§e en utilisant la programmation par
contraintes [11, 15, 18]. Dans cet article, nous mon-
trons comment appliquer les techniques de dgcompo-
sition pour le problgme de lisomorphisme de sous-
graphe (SIP).

Un probleme de satisfaction de contraintes (CSP)
peut étre associ§ avec un rgseau de contraintes, qui

reprgsente les contraintes actives ainsi que les vari-
ables. Pendant la recherche, le rgseau de contraintes
perd de la structure lorsque des variables sont instan-
cies et que des contraintes qui seront toujours vgri-
“$es sont enlevges. Le r§seau de contraintes peut étre
compos® de deux rgseaux formant des composantes
indgpendantes, induisant des calculs redondants di p
la combinaison des instanciations des composantes in-
dgpendantes.

Ce calcul redondant peut etre §vit§ en utilisant une
technique dedg§compositionqui comprend deux §tapes.
La premigre §tape d§tecte les composantes indgpen-
dantes du CSP, en examinant le rgseau de contraintes
sous-jacent. La seconde §tape exploite ces composantes
indgpendantes en rgsolvant les CSP ind§pendants par-
tiels correspondants, et combine leur solution. La d$-
composition peut se produire g n'importe quel noeud
de l'arbre de recherche, i.e. au noeud racine ou bien dy-
namiquement durant la recherche. En programmation
par contraintes, les techniques de d§composition ont
#t® ®tudifes au moyen du concept de recherche ET/OU
[13]. La recherche ET/OU dgtecte la dgcomposition
d'un CSP en introduisant un arbre de recherche qui
posspde des noeuds ET qui sont une extension des
noeuds OU des arbres de recherche classiques. La taille
minimale d'un arbre de recherche ET/OU est exponen-
tielle dans la largeur de l'arbre alors que la taille de
I'arbre minimal OU est exponentielle dans la largeur



de chemin, et n'est jamais pire que la taille de l'arbre Pour résoudre le probleme du SIP, beaucoup d'ap-
de recherche OU. proches ont ®t® propos§es, depuis des m$thodes
La dBtection de dBcomposition s'e®ectue habituelle- 9&n®rales p des algorithmes sp®ci ques p certaines
ment de deux manigres. La premigre analyse le réseauclasses de graphes. L'approche considgrge comme I'¢tat
de contraintes initial, en cr§ant une heuristique ap- de l'art est l'algorithme d®di® appel§VF, disponible
pelge pseudo-tree Cette dernigre structure encode dratuitement avec le code source C++ de la librairie
I'heuristique statique p suivre durant la recherche ainsi  appelgevflib  [2]. En programmation par contraintes,
que le moment op le reseau de contraintes est dgcom- certains auteurs [11, 15] ont montr§ que I'appariement
posable [5]. La seconde manigre est d'analyser dy- de graphes peut étre formul® comme un CSP, et ont
namiquement le rseau de contraintes, c'est-p-dire p dBfendu l'idge que la programmation par contraintes
chaque noeud de l'arbre de recherche [3]. Une telle pourrait étre une approche excace. Notre modglisa-
approche dynamique est intBressante si une propaga- tion [18] est bas® sur ces travaux. Dans [18], nous avons
tion forte (e.g. I'arc consistance) est présente, mais elle montrg que une approche CSP est compgtitive avec
induit un co0t calculatoire suppl§mentaire. des algorithmes dgdi®s sur un jeu de test reprgsen-
Ces techniques de dEcomposition sont spEciques. tant des graphes avec des topologies varifes. En ce

Sans le calcul d'une heuristique approprige, la dfcom- qui concerne la dﬁcp.mposition, Va!iente et al. [17] ont
position peut se produire trgs tardivement dans l'arbre "_“?””ﬁ comment utiliser les techniques de dﬁ(':ompo-
de recherche, si bien que le temps de calcul suppl€- sition en vue de r§soudre plus excacement I'homo-

mentaire pour la dgtection de la d&composition induit MOrPhisme de graphe. [17] montre que, si le graphe
un algorithme ine+cace. Nfanmoins, il existe des algo- motif initial est constitu® de plusieurs composants dg§-

rithmes dedi®s calculant ces heuristiques, sous la forme CONNect®s, alors apparier chaque composante sgparg-

de noeuds sBparateurs de graphes ou d'arrétes enlevant MeNt st quivalent p les apparier toutes ensembles.
tous les cycles [9, 13, 14]. Notre article se distingue sur trois points de ce travalil.

. . Tout d'abord, nous considg§rons spgci quement le SIP
Cependant, ces algorithmes ne parviennent pas p . . .
L au lieu du problgme plus ggngral de I'homomorphisme
calculer de bonnes heuristiques sur des CSP contenant ; .
. de sous-graphe. Ce dernier problgme est plus facile en
des contraintes globales, parce que ces CSPs ont un . ) .
: e ce qui concerne les techniques de dgcomposition car le
graphe de contraintes initialement complet. En e®et, he d . . | d
de tels algorithmes prsupposent un graphe de con- graphe de contraintes est constitug seu ement des arcs
. du graphe maotif initial. De plus, nous appliquons la
traintes peu dense. Dans le SIP, le graphe de con- s :
. - dgcomposition dynamiquement alors que [17] dgcom-
traintes initial est complet §tant donn®§ la présence . e
. . . . pose seulement statiquement le graphe motif initial.
d'une contrainte global alldi®. Cette contrainte em- - v . .
; . , . En n, pour l'isomophisme de sous graphe, [17] signale
peche les algorithmes citgs plus haut d'etre appliqus. , .
. . - qgue l'algorithme propos® ne peut pas dgcomposer le
Un autre probleme de l'analyse statique est l'impos- raphe motif, mais uniquement le graphe cible
sibilitg de prgvoir la dBcomposition du rgseau de con- grap ' grap '
traintes obtenu par le retrait de contraintes inutiles
suite p la propagation. Pour exploiter la r&duction
du rgseau de contraintes, une analyse dynamique de  Dans cet article nous $tudions les limites de I'ap-
ce rgseau durant la recherche est ngcessaire. L'anal-plication directe de I'Btat de l'art des techniques de
yse dynamique est trgs importante pour la rgsolution dgcomposition (aussi bien statiques que dynamiques)
SAT [12] et CSP [3]. Malheureusement, une analyse pour des problemes avec des contraintes globales ; nous
dynamique ngcessite un temps de calcul suppl€men- montrons qu'une application directe est inexcace pour
taire qui ralentit la recherche. le SIP. Nous d®veloppons une approche hybride et
Dans cet article nous montrons comment dgpasser concevons une heuristique de recherche pour obtenir
ces limitations en combinant des approches de d§- des d§compositions. Nous montrons que l'approche
composition statique et dynamique pour utiliser les CP utilisant la technique de dg§composition proposge
techniques de dgcomposition pour le SIP. L'idge sous- surpasse les algorithmes de I'§tat de l'art, et rgsout
jacente est de suivre I'heuristique calculge statique- plus d'instances sur certaines classes de problgmes (in-
ment jusqu'a ce qu'une premigre dgcomposition se pro- stances peu denses avec beaucoup de solutions). L'ar-
duise (ou a de grandes chances de se produire), etticle est structur§ comme suit. La Section 2 intro-
de passer ensuite p un niveau de propagation glevg. duit une m$thode de dBcomposition capable de d§-
Comme nous le montrerons dans la partie expgrimen- tecter la dgcomposition p n'importe quelle §tape de

Objectifs et r§sultats

tale, cette idge est un point important pour une appli- la recherche. La Section 3 applique cette m§thode de
cation etcace d'une recherche utilisant la dgcomposi- d§composition au SIP et la sp§cialise. Les r§sultats
tion (comme les techniques ET/OU) pour le SIP. exp®rimentaux §tudiant I'excacit§ de notre approche



sont prgsentgs dans la Section 4. La Section5conclut { 8 s 2 SolP) : 9 s;;iiiyse 2
I'article. Sol(P1);:::;S0l(Pk) : s= [ i2[1k]Si
{ 8 s1;:::55¢ 2 Sol(Py);:::;S0l(Pk) : 9 s 2
2 D§composition Sol(P) : s= [i2puSi-
Cette d§ nition g&n®rale de la notion de dgcomposi-

Dans cette section nous montrons comment d& nir tion peut étre instancife p deux cas pratiques. La pre-
et dgtecter la dgcomposition durant la recherche. Les migre d& nition correspond R l'intuition directe d'une
Sections 2.1 et 2.2 d§ nissent une m$thode de d§com- dgcomposition : un CSP est dgcomposable s'il peut
position capable de dgtecter la dgcomposition g n'im- étre s§parg en CSPs partiels disjoints. Cette dgcom-
porte quelle §tape durant la recherche, en considgrant position est appelge 0-dgcomposition puisque aucune
gue nous ne connaissons pas priori le moment op la  variable n'est partagge entre les CSPs partiels.
dgcomposition va se produire. La section 2.3 montre

que notre m§thode est capable de calculer les memes D& nition 2.~ Un CSP P = (X; D;C) est O-
dBcompositions que la recherche ET/OU [13], dans d®composableen CSPs partielsPy;:::; Py avecPi =
laquelle la recherche est prcalcul§e sur la reprﬁsen-(xi;Di;Ci) ssi8 1 - i<j - n:iXi\ Xy =7,

tation du graphe de contraintes, et les §vgnements de LizwaXi = X, [izpwDi = D, [izpugGi = C.
d®composition sont connus A l'avance. La mgthode de
recherche ET/OU s'est montr§e étre excace pour une
large classe de problgmes de rgseau de contraintes.
Comme nous le montrerons dans la Section 3, notre
m$thode est excace pour le SIP alors que la m§thode
ET/OU n'est pas applicable parce que les dgcomposi-
tions ne peuvent pas etre pr§calculges. D& nition 3. Un CSP P = (X;D;C) est 1-
dgcomposableen CSPs partielsP1;:::; Py avecP; =
(Xi;Dj;Ci)ssi81l- i<j - n:x2 X5\ Xj))
iDxj =1, [i2p9Xi = X, [i2pkiDi = D, [i2p2xCi =
Un probleme de satisfaction de contraintes (CSP) C.

La seconde d® nition trouve plus de dgcompositions
en autorisant les CSPs patrtiels p avoir des variables
instancifes en commun. Cette dgcomposition est ap-
pelge 1-dgcomposition puisque les variables communes
entre les CSPs partiels ont un domaine de taille 1.

2.1 D8 nitions pr@liminaires

Le lien avec la d§ nition g§n®rale est direct. Si un

un ensemble de variables eD = fDgq;:::;Dng est
un ensemble de domaines (i.e. un ensemble ni de CSP P estO-décomposableu 1-dgcomposablen CSPs
""" Py, alors P est dgcomposable en CSPs

valeurs), chaque variablex; est associe avec un do- Partiels Py::: =51 | e en o
maine D;, et C est un ensemble i de contraintes partiels P1;:::;Px. Des d€ nitions 2 et 3, il s'ensuit

avec scopdgc) 1 X pour tout ¢ 2 C, oM scopéc) est que :

I'ensemble des variables comprises dans la contrziinte Proprit§ 1. Si un CSP P = (X;D:C) est
c. Une contrainte ¢ sur un ensemble de variables d§ nit 0-dcomposable enPy;::::Pc, alors P est 1-
une relation entre les variables. Unesolution du CSP decomposable erP;:::::Py. De plus P peut étre 1-

est une a®ectation de. chaque yariable danxX p une dBcomposable el :::; P aveck®, k en recouvrant

valeur dans.son domamg e}ssom& de telle sorte qu'au- partiellement les problemesP.

cune contrainte ¢ 2 C soit violge. Nous notonsSol(P)

I'ensemble des solutions d'un CSPP. Le calcul redondant pendant la rgsolution du CSP
Un CSP partiel P dun CSP P~ (X; D;C) estun est e®Rectuge p chaque fois que un CSP est 0- ou 1-

cSP R;D;¢) ouX u X,80¢ 2D : Dy p D et dBcomposable erk CSPs partiels Py;:::;Py. Par ex-

€ u C. Notons que puisqueP est un CSP, nous avons emple, si les solutions de?; sont calculfes en premier,

scopée) p X pour tout ©2 €. alors pour chaque solution deP; toutes les solutions

résolusjSol(P,)j fois et ces redondances peuvent &tre
exponentielles dans la taille du CSP. Ceci peut &tre

Cette sous-section d§ nit la notion de dgcomposi- ®Vitg en rgsolvant les problemes partiels indgpendam-
tion d'un CSP. Un CSP est décomposable en CSPs ment. La dgtection de la dgcomposition du CSP en

partiels si le CSP et sa dcomposition ont les mémes CSPs partiels indgpendants peut étre e®ectuge en util-
solutions. isant le concept de graphe de contraintes.

Un graphe G = (V;E) peut &tre reprgsent§ par
D& nition 1.  Un CSP P est dBcomposableen CSPs un ensemble de noeudd/ et un ensemble d'arrétes
partiels Py;:::; Py, ssi: E pu V£V, od une arrete {;v) est une paire de

2.2 D&composition de CSPs et de graphes



noeuds. Les noeudsu et v sont les noeuds de l'ar-
réte (u; v). Nous considg§rons des graphes dirig§s et non
dirig®s. Un sous-graphed'un graphe G = (V; E) est un
graphe G°= (VZE® avecVOpu V et EOp E de telle
sorte que 8(,y)2e0 - UV 2 VO Un graphe G est dit
etre simplement connect§si et seulement si il existe
au plus un chemin simple entre n'importe quelle paire
de noeuds dansG.

D# nition 4. Le graphe de contraintesd'un CSP
(partiel) P = (X;D;C) est un graphe non dirig
GP = (V;E) opV = X etE = f(xi;x)j9c2
C :Xi;X; 2 scop€c)g.

Notons que toutes les variables comprises dans une
contrainte globale forment une clique dansGP. Ce
graphe de contraintes est aussi appel@rimal graph
[4]. Il existe une manigre syntaxique standard pour d§-
composer un CSP, bas® sur son graphe de contraintes.

D& nition 5. Un graphe G = (V;E) est dgcom-
posableen k sous-graphesGs;:::; Gk SSi 81. i . k :
ViV =, [i2pxgVi =V, et [ i2pEi = E.

La Proprigt® 2 montre que l'on doit calculer des
composantes disjointes du graphe de contraintes pour
dgtecter des CSPs indgpendants. Cela peut &tre fait en
temps lingaire.

Propri§t§ 2. Etant donn§ un CSPP = (X; D;C)
avec son graphe de contrainte$s, pour tout k , 1, le
graphe de contraintesG de P est d§composable dans

Preuve - Le premier ssi est direct. Pour le sec-
ond, nous pouvons construire une 1-dgcomposition

G, avecm , k. La construction est d§crite park = 1
(i.,e. Py P), et peut étre facilement g&ngralisge.
Soit G = (V;E) le graphe de contraintes deP. Soit
Vs = fx 2 V jjDyj = 1g. Transformer G en G° op
GO est le grapheG sans les variables qui ont un do-
maine singleton. Plus formellement,G°= (V% E9 avec
Vo= VvnVs et E®= (V°E VO\ E. SupposonsGPest dg-

associ®s p des variables qui ont un domaine singleton,
et leurs arrétes associes sont ajoutBesGf, donnant
G} = (VL ED). Plus formellement Gt = (V1 EL) op
Vit = VO Vs et Ef = (V£ V1) \ E. Les graphes
Gi;:::;GL sont les graphes de contraintes des CSPs
partiels P; provenant de la 1-dgcomposition deP . ¥

La propri®t® ci-dessus est sp§cialement utile quand
k = 1. Dans ce cas, la 0-dgcomposition ne dgcompose
pas le CSP, alors que la 1-dgcomposition peut le d§-
composer.

2.3 Lien avec l'arbre de recherche ET/OU

Une autre approche pour d§ nir des CSPs d§com-
posables est d'utiliser le concept d'arbre de recherche
ET/OU d® ni au moyen de pseudo-trees [13].

D& nition 6.  Etant donn® un graphe non diriggG =
(V;E), un arbre enracin§ et dirigg T = (V;E9 d§ nit
sur tous ses noeuds est appelfiseudo-tree de G si
nimporte quel arc de E qui n'est pas inclus dansg®
est un arc de retour, cad qu'il connecte un noeud avec
son ancétre dansT.

D# nition 7. Etant donn§ un CSPP = ( X; D;C),
son graphe de contraintesGP et un pseudo-tree TP

de GP, l'arbre de recherche associ§ ET/OU possgde
des niveaux successifs de noeuds OU et de noeuds ET.
Les noeuds OU sont lab§lis§x; et correspondent aux
variables. Les noeuds ET sont lab®lis§s x ;v >

et correspondent p l'a®ectation de valeursy dans
les domaines des variables. La racine de l'arbre de
recherche ET/OU est un noeud OU, labglis§ avec la
racine du pseudo-treeT” . Les enfants d'un noeud OU

X;j sont des noeuds ET labglis§s avec des a®ectations
< Xi;Vk >, consistants le long du chemin p partir de
la racine. Les enfants d'un noeud ET< X ; vk > sont
des noeuds OU lab$lis®s avec les enfants de la variable
x; dansTP.

Les noeuds OU reprgsentent des solutions alterna-
tives, alors que les noeuds ET repr§sentent des d§-
compositions en problgmes partiels indgpendants, qu'il
faut tous r§soudre. Lorsque le pseudo-tree est une
chatne, l'arbre de recherche ET/OU céncide avec l'ar-
bre de recherche habituel OU.

En suivant l'ordre induit par un pseudo-tree T"
du graphe de contraintes du CSPP, la notion de 1-
d&composition cdncide avec la dgcomposition induite
par l'arbre de recherche ET/OU.

Propri§t§ 3. Etant donn§ un CSPP = ( X; D;C),
un pseudo-treeT” d& ni sur un graphe de contraintes
de P et un chemin p de longueurl (I , 1) p partir
du noeud racine deTP g un noeud ETp,, le CSPP
oM toutes les variables dans le chemip sont assign§es

Preuve - 1) étre les noeuds
successeurs OU du noeud nalp, dans TP. Nous
notons tree(y;) l'arbre enracing py; dans TP. Soit
Xs = fv 2 Xjv 2 pg. Alors construisons les CSPs
partiels P; = (X;;D;i;Ci) (i 2 [L;K]) :

Xi = Xs[fv2Xjv2tree(yi)g
Di = fDyx2Dj x2Xjg
Ci = fc2Cjscopdc) u Xig:



Il est clair que [ j214;Ci = C puisqu'il n'existe pas de
contraintes entre deux di®®rentdree(y;) dans T, par
d® nition d'un pseudo-tree. ¥

Comme l'explique la section suivante, ni l'ap-
proche statique ni I'approche dynamique des arbres
de recherches ET/OU est etcace pour le SIP. Dans
ce probleme, le graphe de contraintes est complet, et
donc le pseudo-tree est une cha®ne, si bien que l'ar-
bre de recherche ET/OU est §quivalent p un arbre
de recherche OU. Cependant le CSPP devient 1-
dgcomposable pendant la recherche et une approche
dynamique est n§cessaire pour d§tecter les dgcompo-
sitions. Malheureusement, cette d§tection est trgs col-
teuse en calcul, comme dgmontrg§ dans la Section 4.

3 Appliguer la dg§composition au SIP

3.1 D nition du problgme de l'isomorphisme de
sous-graphe

Un probleme d'isomorphisme de sous-graphentre
un graphe motif G, = (V,;Ep) et un graphe cible
Gt = (V4; E¢) consiste p dgcider s'il existe un sous-
graphe de G; auquel G, est isomorphe. Plus pr§-
cisgment, le but est de trouver une fonction injective
f:Vp! VW telle que8(u;v) 2 Ep o (f(u);f (V) 2 Eq.
Ce probleme NP-complet est aussi appel§ le probleme
du monomorphisme de graphe dans la littgrature. La
fonction f est appel®efonction d'appariement. Nous

3.2 D&composition du SIP

Cette sous-section expligue comment dg§composer
le probleme du SIP. Nous montrons tout d'abord
pourquoi une recherche ET/OU pose problgme en $§tu-
diant le graphe de contraintes du SIP.

Recherche ET/OU statique : A cause de la con-
trainte alldiff , le graphe de contraintes du SIP corre-
spond au graphe compleKy, ;. Le pseudo-tree calcul
sur le graphe de contraintes de toute instance SIP est
une cha®ne, et ne dgtecte aucune dgcomposition. De
plus, le graphe de contraintes initial du SIP n'est pas
1-dgcomposable. Une analyse statique du CSP SIP ne
renvoie aucune dgcomposition.

Obtenir des dgcompositions semble ditcile. Cepen-
dant, puisque les variables sont instanciges durant la
recherche, une 1-d§composition peut survenir g cer-
tains noeuds de l'arbre de recherche. Une d®tection
dynamique de la 1-dgcomposition nous donne une pre-
migre manigre de d§tecter des dgcompositions pour le
SIP.

Recherche ET/OU dynamique : Une analyse
dynamique du graphe de contraintes SIP, prend en
compte la possible disparition de certaines contraintes
(parce qu'elles sont vraies pour le reste de la recherche)
et du r§sultat de la propagation. Cette d§tection dy-
namique est donc utile pour les CSPs ou la propaga-
tion est forte. Le d§savantage r§side dans les calculs
supplgmentaires p cause de la consistance §levge et de
la d§tection dynamique de la dgcomposition.

supposons que les graphes sont dirigs. Les graphes Notre notion de 1-d§composition enlgve des vari-

non dirigks sont un cas particulier ou les arrétes sont
remplac®s par deux arcs diriggs en sens opposgs.

Le modgle CSPP = ( X; D; C) de l'isomorphisme de
sous-graphe reprsente une fonction totalé : V, !
V. Cette fonction totale peut etre modglise avec

spondant au P"® noeud deG, et D(x;) = V;. La con-
dition injective est modg§lis§e avec la contrainte globale
alldiff
traduite dans un ensemble den contraintes d'arit§ k
MC; ~ (xi;Xj) 2 E¢ pour tout x; 2 V, et pour tout X;
voisin dex;. Etant donn§ le modgle ci-dessus, le graphe
de contrainte du CSP, appel§ le graphe de contraintes
SIP, est le grapheGP = (VP;EP) op VP = X et
EP = Ep[ Ee . Notons queE, reprgsente tous les prop-
agateurs des contraintes binaireM C; tandis que Eg
dgcrit la dgcomposition en contraintes de la contrainte
globale alldiff , i.e. une cligue Es = Vp £ V,). De
plus, le CSP SIP contient une contrainte globale alld-
i®, qui empéche toute dgcomposition en utilisant une
recherche statique ET/OU. L'impl&mentation, la com-
paraison avec des algorithmes dgdigs, et I'extension de
I'isomorphisme de sous-graphe aux variables graphe et
aux variables fonction sont dgcrites dans [18].

ables instanciges durant le processus de dgcomposi-
tion. Enlever les contraintes vraies pour le reste de
la recherche peut étre fait facilement pour la con-
trainte alldiff , en enlevant une arréte &;;x;) 2 EP
reprgsentantx; 6 x; quandD;\ Dj = ; (i 6 j). Nous
red® nissons le graphe de contraintes du SIP comme
un graphe de contraintes pour les contraintes de mor-
phisme avec un graphe de contraintes dynamique pour
la contrainte alldiff

D& nition 8. Etant donn§ le CSPP = (X; D;C)
d'une instance du SIP, songraphe de contraintes SIP
est le graphe non dirigG = (V;EMC [ E®), ouV =
X, EMC f(Xi;Xj) 2 Ep j Xi;xj 2 XgetE® =
f(i;j)2XE£XjDi\ D; 6 ;9.

Etant donn§ la structure particuligre du graphe de
contraintes SIP, il est possible de sp§cialiser et de sim-
pli er la dgtection d'une 1-dgcomposition.

Proprifit§ 4. Soit P = (X; D;C) un modgle CSP
d'une instance SIP, et soit G = (V;EMC [ E®) son
graphe de contraintes SIP. SoitM = (V% EY le graphe
de contraintes sans variables assign§es, i.e. avaet® =
fx 2 X j jDxj > 1g et E® = (VO£ VO \ EMC



Alors P est 1-dgcomposable efy;:::; Py ssiM est 3.3 Heuristiqgues

Nous presentons p prsent deux heuristiques basges
sur la Proprigt® 4 qui visent p rgduire le nombre de
tests de d§composition, et p favoriser la dgcomposi-
tion. L'idge ggn®rale est de d§tecter un sous-ensemble
de variables d§connectant le graphe de contraintes du
morphisme en composantes disjointes, puisqu'il s'agit
d'une condition n§cessaire pour la 1-dgcomposition.
Le processus de recherche assignera d'abord ces vari-
ables. Le test de la 1-d§composition est e®ectu$§ lorsque
toutes ces variables sont instanciges. Le test est aussi
e®ectu® sur tous les autres noeuds de la recherche.

(- i<j - m)avecD(M;) l'union des domaines des
variables associes aux noeuds dé;.

La proprigt® ci-dessus explique que la dgcomposition
de M est une condition n§cessaire. Nous pouvons dgs
lors concevoir une heuristiqgue de dgcomposition dil ,
qui peut provoquer une dgcomposition deP.

Une approche directe consiste p d§tecter la 1-
dgcomposition p chaque noeud de l'arbre de recherche.
Quand le CSP devient 1-dgcomposable en CSPs par-
tiels, ceux-ci sont calculgs s§pargment en noeuds ET.
Comme le dgmontre la section expgrimentale, cette o
stratBgie se montre beaucoup plus lente qu'un arbre 3.3.1 L'heuristique de cycle (h1)

de recherche standard OU, pour deux raisons : L'objectif de I'heuristique de cycle est de trouver un

1. La dBcomposition est testBe a chaque noeud de ensemble de noeuds$ dans le graphe de morphisme

l'arbre de recherche. Commencer une telle dgtec- CG"© = (X;E M) (voir Def. 8) tel que ce graphe
tion du noeud racine de I'arbre de recherche est Privé de ces noeuds est simplement connect§. Lorsque
inutile, et beaucoup de calculs super°us sont ef- les variables associges p S sont a®ect§es, toute a®ecta-
fectu®s. tion ultgrieure dgcomposera le graphe de morphisme.
) - Trouver I'ensemble minimal de noeuds est connu sous
2. 1l'n’y a pas de garantie qu'une dgcomposition | nom deminimal cycle cutset et est un probleme NP-
puisse se produire. di+cile. Nous proposons ici une approximation lingaire

Sur base de cette observation, nous prsentons une POUr trouver les noeuds des cycles du graphe. L'Al-

approche hybride combinant le meilleur de la stratggie 9gorithme 1 a une complexit§ temporelle deO(jVy)).
statique et dynamique de recherche. L'excacit® de cet algorithme sur di®§rentes classes de

problgmes est dgmontrg dans la section expgrimentale.

L'Approche Hybride : Comme expliqu§ plus Wi e
Son avantage principal est sa simplicit§.

haut, m&me une approche dynamique ET/OU, qui
teste la dgcomposition sur le graphe de contraintes
dynamique, n'est pas assez excace pour étre concur- | entr§ie : G = (X;E) le CGMC
rentiel avec les algorithmes pour le SIP. Nous sug- | sortie : Les noeuds des cycles dé
g®rons une approche hybride pour rggler cette diz- All & X

cultg. L'idge est la suivante : TA:
1. calculer une heuristique de dgcomposition sta- | while (9n 2 X j Degreg(n) ==1) do
tique sur le graphe de contraintes rgduit TA T[fng

. . enlever le noeudn de G
2. appliquer une recherche avec un niveau de prop- | end

agation forward checking qui utilise I'heuristique renvoyer All nT

statique de dgcomposition jusqu'p la premirz_re dg- Algorithm 1 - S@lection des variableody.
composition ou jusqu'p ce que un nombre x® de

variables soit assign$.

3. passer ensuite p une dftection dynamique avec 3.3.2 Partitionnement de graphe (h2)
une propagation arc-consistante. o

Le partitionnement de graphe est une technique bien
connue qui vise p rgsoudre des problgmes de graphe
dixciles par une approchedivide and conquer Il peut
®oalement etre utilis§ pour sgparer le graphe de con-
traintes de morphisme en deux graphes de taille §gale.

Cette m$thode assure que l'approche dynamique
colteuse est utilise seulement quand une dgcompo-
sition est prsente, ou du moins probable aprgs que la
propagation forte ait $t§ activge. Jusqu'p ce moment,
une approche de d§tection avec une propagation faible
est utilisge pour allgger le graphe de contraintes. D& nition 9.  Etant donn® un grapheG = (V;E), un

Nous pr§sentons maintenant deux heuristiques k-partitionnement du graphe G est une partition de V

I'heuristique statique de d§composition. pouri 6 j, [iVi = V, telle quejVij = ¢¢¢& jVj



et telle que le nombre d'arrétes d&e dont les noeuds ajoutges estzn Pour les graphes meslk-connectgs,n
incidents appartiennent p di®§rents sous-ensembles estprend ses valeurs dans [16::;1096], k dans [2 3;4],
minimal (appel® le edgecu). et Y2dans [02; 0:4; 0:6]. Pour un graphe mesh irrggulier
) ) k-connect®, dans une classe d'instancesi2-m4Dr6-

A partir du edgecut de graphe de contraintes de m6250n a® = 20%, k = 4, %= 0:6 et n = 625
morphisme, nous pouvons facilement dgduire un sous- qads.
ensemble de variables. Cent graphes sont g&n®rés pour chaque classe d'in-
stances. Pour des graphes al§atoires, nous avons g§gale-
ment g§ngris 100 instances additionnelles o le graphe
cible a 1600 noeuds, pour chaque valeur possible de
et ®. Nous avons utilisg le g&n§rateur disponible avec

Trouver un edgecut minimum est un probleme NP- le jeu de test [6].
dixcile pour jVij, 3, mais peut étre rgsolu en temps
polynomial pour jVij = 2 par appariement (voir [7], 4.3 Modgles

age 209). Nous utilisons une approximation locale
Eapgide [10)]_ PP Plusieurs modgles ont §t§ consid§rgs. Tout d'abord,

nous utilisons l'implgmentation oxcielle de vflib . En-
suite les modgles CP classiques sont utilis§s, appel®§s

D& nition 10.  Etant donn® un 2-partitionnement de
G, un nodecut est un ensemble de noeuds contenant
un noeud de chaque arréte dans le edgecut.

4 Exp@rimentations CPFCet CPACLe modgle CPFCest un modgle op
o toutes les contraintes utilisent le forward checking et
4.1 Objectifs I'heuristique de variable s§lectionne la premigre vari-

L'objectif de nos exp®riences est d'identi er la classe able qui est incluse dans le nombre maximum de de
de graphes op la dcomposition est excace. Nous com- contraintes (appele maxcstr), et utilise la variable
parons notre m§thode de dcomposition sur di®grentes dont le domaine est le plus petit en cas d'ggalitg. Le
classes d'instance du SIP avec des modgles CP stan-ModeleCPA@st le méme except® qu'il utilise une ver-
dards etv°ib, 'algorithme standard de rffrence pour Sion arc-consistante de la contrainteMCen plus den
le SIP [2]. Nous comparons §galement notre m&thode arc-consitantes contraintesalldiff ~ sur les voisins de
de dBcomposition avec la dBcomposition standard. Les chaque noeud du graphe motif, comme propos§ dans
di®®rentes heuristiques présentBes en Section 3.5 sonf16]- Des rgsultats similaires sont observgs avec une

fgalement testges. seule contrainte globalealldiff  qui porte sur tous les
noeuds, mais avec des performances Iggerement plus
faibles.
4.2 Instances ;
Le modple CP+Decattend que 30% des variables
Les instances proviennent du jeu de test desflib soient instanciges en suivant une heuristique de vari-

dgcrit dans [6]. Il y a plusieurs classes de graphes, les able, appelgeminsize , qui s§lectionne la variable non
graphes algatoires, des graphes p degr§s borngs, et desstancie avec le plus petit domaine. Il teste ensuite p
graphesmesh Les graphes cibles ont une taille d&, et  chaque noeud de I'arbre de recherche si une dgcomposi-
la taille relative du graph motif est not§e ®. Pour les tion s'est produite en utilisant une heuristique de vari-
graphes algatoires, le graphe cible a un nombre "xe de able maxcstr. Le modgle CP+Dec+hlutilise I'heuris-
noeudsn et il existe un arc dirig€ entre deux noeuds tique de cycle; dgs que les noeuds appartenant aux
avec une probabilitg” . Le graphe motif est g&n®r§ avec cycles du graphe motif sont instancifs en utilisant
la méme probabilitg ~, mais son nombre de noeud est une heuristique de variableminsize (jusqu'p 30% des
®n. Si le graphe ggn®r& n'est pas connect§, des arcsnoeuds du graphe motif), la dgcomposition est testge
suppl&mentaires sont ajout®s jusqu'p ce que le graphe p chaque noeud de l'arbre de recherche et suit une
soit connect®. Pour les graphes algatoiresy prend sa  heuristique de variablemaxcstr . Le modgleCP+Dec+h2
valeur dans [2Q 40; 80; 100, 200, 400, 800, 1000],” dans utilise une heuristiqgue de partitionnement de graphe;
[0:01; 0:05; 0:1], et ® dans [20%40%; 60%)]. Il y a donc  dgs que les variables appartenant amodecut sont in-
69 classes de graphes algatoires. Dans une classe d'instanciges (jusqu'p 30% des noeuds du graphe motif), la
stance dgnotesi2-r001-m200 , on a® = 20%, ~ =  d®composition est testge p chaque noeud de l'arbre de
0:01, etn =200 noeuds. recherche et suit une heuristique de variablenaxcstr.

Les graphes mestk-connectgs sont des graphes oy Toutes les exp®riences ont $t§ e®ectuges sur une
chaque noeud est connect§ avdc noeuds voisins. Les grappe de 16 machines (AMD Opteron(tm) 875
graphes mesh irrgguliersk-connects sont constitugs 2.2Ghz avec 2Gb of RAM). Toutes les ex§cutions sont
de graphes mestk-rgguliers ou I'on ajoute al§atoire- limitges g 10 minutes. Pour chaque ex$cution, nous
ment des arcs de manigre uniforme. Le nombre d'arcs cherchons toutes les solutions.



4.4 Description des tables

La Table 1 montre les rgsultats pour les graphes
algatoires et la Table 2 pour les graphes mesh ir-
réguliers. Chaque ligne dgcrit I'ex§cution de 100 in-
stances pour une classe particuligre. La colonnd in-
digue le nombre moyen de solutions parmi les instances
rgésolues. La colonne % indique le nombre d'instances
qui ont §t® rgsolues endgans 10 minutes. La colonne
1 indique que le temps moyen sur les instances r§-
solues et la colonne¥indique la d§viation standard
correspondante. La colonneD indique le nombre d'in-
stances qui ont utilis§ la dgcomposition parmi les in-
stances r§solues. Le colonne B indique le nombre
moyen de dgcomposition qui se sont produites parmi
les instances r§solues. La colonn8 indique la taille
moyenne de I'ensemble de variables initial calcul§ par
I'heuristique h1or h2. La Table 3 donne le degr§ moyen
et la variance pour les di®®rentes classes d'instances.
Pour chaque classe d'instances de la Table 1 et 2, les
résultats des meilleurs algorithmes sont en gras.

4.5 Analyse

Nous commensons l'analyse par consid§rer les
graphe algatoires (Table 1). Nous comparons tout
d'abord vflib avec les modglesCPFCet CPACPour
toutes les instancessi2-* et si6-* , le modgleCPAC
est le meilleur en temps moyen et en % d'instances r§-
solues except® pour la class&2-r001-m200 , op CPFC
est la meilleure.

stancier est I'ensemble complet des noeuds du graphe
motif pour CP+Dec+h®t CP+Dec+h2Aucune dgcom-
position ne se produit. Pourquoi dgs lors les modgles
CP+Dec+h*sont plus etcaces que toutes les autres
m$thodes pour ces classes? Parce que dans la classe
si6-r01-* | lI'approche CP+Dec+htevient g un niveau

de consistance hybride qui se trouve entr€PF@t CPAC
avec une heuristiqgue de variableminsize pendant la
phase de forward checking.

Pour les graphes algatoires, la m§thode de dgcompo-
sition avec heuristique est particuligrement utile pour
les graphes peu denses avec beaucoup de solutions,
alors qu'un modgle hybride qui commence avec du for-
ward checking et qui passe ensuite de I'arc-consistance
semble etre le meilleur choix pour des graphes plus
denses et op il y a peu de solutions. L'algorithmeflib
est clairement moins excace sur toutes ces classes d'in-
stances. Les exp®riences sur d'autres classes de graphes
algatoires, que nous ne montrons pas ici faute de place,
con rment cette analyse.

Nous analysons maintenant les graphes mesh ir-
reéguliers. Nous observons Table 3 que le degr§ moyen
des classesi2-m4Dr6-* sont plus §levges que pour les
classessi6-m4Dr6-* . Nous comparons tout d'abord
vilib et les modgles CP sans dgcomposition. Pour les
classes peu densesi2-m4Dr6-* , CPFCest le meilleur
modgle, alors que pour les classes plus denss-
m4Dr6-*, vilib  est le meilleur. Nous n'avons pas d'ex-
plication particulipre pour ce comportement, et ceci
reste une question ouverte. En ce qui concerne les

Nous comparons p présent les mgthodes de décom-m#thodes de dgcomposition, les mémes remarques que

position pour les graphes algatoires (deuxigme table
dans la Table 1).

Tout d'abord, nous nous concentrons sur les classes
si2-r001-* . Les modglesCP+Dec+hlet CP+Dec+h2
trouvent de meilleures dgcompositions que le modgle
CP+Dec Méme si CP+Dednduit plus de dgcomposi-
tions, le nombre d'instance utilisant la dgcomposition
(voir colonne D) est plus grande pourCP+Dec+hZkt
CP+Dec+h2ue pour CP+DecCeci montre le colt cal-
culatoire supplgmentaire d'une approche de dgcom-
position dynamique habituelle. Cependant, le nombre
d'instances utilisant la dgcomposition tend vers z§ro
pour les instancesm1600 Ceci est d0 au fait que les
graphes ont des degr®s plus grands quand leur taille
augmente (voir Table 3). Ceci peut étre observg en
regardant la colonnes : la taille du sous-ensemble ini-
tial de variables p instancier devient proche de 100%
lorsque la taille augmente. En e®et, notre m§thode de
dgcomposition est moins excace que le modelePAC
pour si2-r001-m800 et m1600

Nous nous concentrons p prsent sur les class6-
r01-* . Comme mentionn§ plus tét, ces instances ont
des graphes denses. L'ensemble initial de variables p in-

pour les graphes algatoires s'appliquent. Le modgle
CP+De@roduit moins de dgcompositions que les mod-
plesCP+Dec+h*De plus, les modglesCP+Dec+h*sont
les meilleurs modgles pour les instances peu denses
avec beaucoup de solutions. Lorsque le degr§ moyen
des instances augmentent (voir Table 3) et le nombre
de solutions diminue, les m§thodes de d§composition
deviennent moins excaces. En e®et, pousi6-m4Dr6-
m1296 la meilleur m$§thode estvflib , mais notre ap-
proche par dgcomposition rgsout §galement toutes les
instances et aide I'approche CP g diminuer son temps
moyen.

R@sum§ L'application des m$thodes standards de
dgcomposition CP+Decmgne p des performances in-
f@rieures que l'application directe des modgles stan-
dard CP (CPFCCPALet Vflib . Sur la plupart des
classes, I'heuristique de cycle 1) est meilleur que
I'heuristique de partitionnement (h2). Sur les graphes
peu denses avec beaucoup de solutions, et sur les
graphes mesh irrgguliers, notre m§thode de d§com-
position a de meilleurs performances que l'approche
CP standard et que vflib . Pour des graphes denses,
les modgles hybrides CP entreCPAGt CPFGivec une



Tab. 1 { Graphes algatoires, toutes les solutions sont calculges.

Bench veib CPAC CPFC
N % ' ¥ | % ! Y | % Y
si2-r001-m200 |61E+6 | 72 74 11583 56 109/ 85 41 76
si2-r001-m400 |17E+8 | 2 248 118 10 106 156 7 288 177
si2-r001-m800 |[28E+7 | O - - |14 166 133 | 1 153 -
si2-r001-m1600, 2500 | 16 203 202 81 224 93 | 0 - -
Si6-r01-m200 1 100 2 31100 9 11100 12 17
si6-r01-m400 1 66 99 133 89 156 116/ 50 190 137
si6-r01-m800 1 7 235 153 0 - - 5 389 125
Si6-r01-m21600 1 0 - - 0 - - |39 499 51
Bench CP+Dec CP+Dec+hl CP+Dec+h2
N % * 3% D #D % 1 % D #D S % ' 3% D #D S
Si2-r001-m200 |61E+6 |94 49 100 91 9244/ 98 6 40 98 1834 0.2 87 23 48 71 909 0.7
si2-r001-m400 |17E+8 |15 160 177 15 3565575 68 125 75 2268 0.4{ 29 212 218 22 196 0.%
si2-r001-m800 [28E+7 | 0 - - 0 12 4 227 254 4 21 0612 256 239 8 0 0.6
si2-r001-m1600| 2500 | 0 - -0 0 7 165 199 1 0 08 0 - - 0 0 09
si6-r01-m200 1 94 148 153 0 0 |100 O 0O 0 O 11100 0 0 O 0 1
si6-r01-m400 1 2 179 220 0O 0 |[100 2 1 0 O 1/100 4 6 0 0 1
si6-r01-m800 1 o - -0 0O |100 46 35 O 0 11100 46 39 0 O 1
si6-r01-m1600 1 0o - -0 0 74 479 71 0 O 1|54 435 79 0 0 1
Tab. 2 { Mesh irrgguliers, toutes les solutions sont calcul§es.
Bench veib CPAC CPFC
N % 1 % | % ' Y| % T Y
si2-m4Dr6-m625 |88E+5| 89 23 50|94 21 38|95 6 27
si2-m4Dr6-m1296| 17E+7 | 16 135 137 33 178 123 38 107 154
si6-m4Dr6-m625 | 3.31 |100 7 43|100 29 4 (100 9 4
si6-m4Dr6-m1296| 10.38 |100 13 55 |[100 233 30|100 113 65
Bench CP+Dec CP+Dec+hl CP+Dec+h2
N % * 3% D #D | % ' 3% D #D S % ' 3% D #D S
si2-m4Dr6-m625 |88E+5 |35 223 151 35 0.7/100 6 22 96 54 0594 6 21 88 55 0.3
Si2-m4Dr6-m1296|17E+7 | 3 120 36 3 0.1 63 67 109 63 4 0.5/ 49 163 170 49 3.9 0.5
Si6-m4Dr6-m625 33 |8 105 32 0 0100 7 3 6 0.1 0.8/100 22 26 6 0.1 0.7
si6-m4Dr6-m1296| 10.3 | 0 - - 0 O |100 65 20 41 0.6 0.7 77 223 161 29 04 0.7

Tab. 3 { Degrg moyen pour lI'ensemble des classes utilisges.

Bench degrg

1 EZ
si2-r001-m200 2.30 0.14
si2-r001-m400 2.89 0.14
si2-r001-m800 3.99 0.18
si2-r001-m1600 | 6.80 0.19
si6-r01-m200 3.29 0.14
si6-r01-m400 5.27 0.16
si6-r01-m800 9.76 0.15
si6-r01-m1600 19.20 0.17
si2-m4Dr6-m625 | 3.51 0.26
si2-m4Dr6-m1296| 3.53 0.20
si6-m4Dr6-m625 | 5.12 0.16
si6-m4Dr6-m1296| 5.19 0.14
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